Gleichseitige Dreiecke im Kreis

— aus der Sicht eines Punktes —

Eckart Schmidt

Zu einem Punkt und einem gleichseitigen Dreieck
in seinem Umkreis lassen sich zwei weitere
Dreiecke bilden: das Lotfuflpunktdreieck und das
perspektive Dreieck im Umkreis. Diese beiden
Dreiecke erweisen sich als dhnlich. Betrachtet man
alle gleichseitigen Dreiecke im Umbkreis, so lassen
sich Invarianten der Lotfuflpunktdreiecke und der
perspektiven Dreiecke im Kreis aufzeigen. Z.B.
haben die LotfufSpunktdreiecke den gleichen
Schwerpunkt und sind fldchengleich wihrend die
perspektiven Dreiecke im Kreis im Lemoine-Punkt
und den  Brocard-Punkten  iibereinstimmen.
Gemeinsam ist allen Lotfufpunktdreiecken und
perspektiven Dreiecken im Kreis der gleiche
Brocard-Winkel. —  Gearbeitet  wird  mit
kartesischen Koordinaten, wenn auch PC-gestiitzt.

pevspekiives Dreieck im Kreiy

Invariante Grolien der LotfuBpunktdreiecke

Ein Punkt P habe vom Mittelpunkt M eines Kreises vom Radius
r den Abstand p. Der Ursprung eines Kkartesischen
Koordinatensystems liege im Punkt A/, und der Punkt P erhalte
die Koordinaten P(p;0). Betrachtet werden gleichseitige

Dreiecke UVW im Kreis. Gibt man einer Ecke des gleichseitigen
Dreiecks die Koordinaten

U(rcose;rsing),



so erhalt man die anderen Ecken fur die Winkel ¢+120°. Die

Seitenlénge des gleichseitigen Dreiecks betragt V3r.

Lotet man von P auf die Seitengerade VI des gleichseitigen
Dreiecks, so ist der LotfulRpunkt

Al(—%c05¢+psin 2(p;—%sin (p—gsin 20) .

Entsprechende Darstellungen ergeben sich fir die LotfuBpunkte
B;und C; zu den Winkeln ¢ +120°.

Fir die orientierten Abstande des Punktes P von den Seiten der
gleichseitigen Dreiecke gilt

PA + PB, + PC, :%r

wie eine Flachenbilanz der gleichseitigen Dreiecke unmittelbar
aufzeigt.

Die Seitenldnge B,;C; eines Lotfullpunktdreiecks errechnet sich
zu

a :g\/pzwtrz—ZprCOSw =§PU_

Die Seitenlédngen der Lotfulpunktdreiecke sind also bis auf den

3 . .
Faktor % die Abstdnde des Punktes P von den Ecken des
gleichschenkligen ~ Dreiecks.  Die  Quadratsumme  der
Seitenléangen erweist sich als konstant:

a,?>+b2+c? =%(p2+r2),

Fur den Umkreisradius »; von 4,B,C; ergibt sich

\/p6 +5— 2p3ricos(3p)
-1

}’i:

Damit haben alle LotfuBpunktdreiecke den gleichen
Flacheninhalt:

_ abc, _ 33
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|p2=r7,



Satz 1. Lotet man von einem Punkt auf die
Seitengeraden gleichseitiger Dreiecke in einem Kreis,
so haben die Lotfullpunktdreiecke den gleichen
Flacheninhalt und stimmen in der Quadratsumme
ihrer Seitenlangen und damit in ihrem Brocard-
Winkel Uberein.

Zur Brocard-Geometrie eines Dreiecks sei hier nur angemerkt,
dass es in einem Dreieck zwei Punkte — die Brocard-Punkte —
gibt, die Uber den Seiten rechts-, bzw. linksseitig unter dem
gleichen Erhebungswinkel gesehen werden.

Die Brocard-Punkte B, liegen auf dem Thales-Kreis uber der
Umkreismitte M und dem Lemoine-Punkt L. Dabei ist der

Winkel 4LMB, gleich dem Erhebungswinkel und wird als

Brocard-Winkel @ angesprochen, der sich wie folgt berechnen
lasst ([1], S.60):

a2+ b2+ c?
4A

cotw=cot4+cotB+cotC =

Fur die LotfuBpunktdreiecke ergibt sich dann

_B(p2+r?)

Cotw =
|p?=r9

Invariante Punkte der LotfuBpunktdreiecke

Der Schwerpunkt eines LotfulRpunktdreiecks 4,B,C; errechnet
sich unschwer als Mittelpunkt von A und P zu

S(?;O).
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Satz 2: Lotet man von einem Punkt P auf die
Seitengeraden gleichseitiger Dreiecke in einem Kreis,
so haben die LotfuBpunktdreiecke den gleichen
Schwerpunkt, einen gemeinsamen isodynamischen
Punkt sowie in P einen gemeinsamen isogonen Punkt.

Die isodynamischen Punkte eines Dreiecks sind die beiden
Schnittpunkte der Apollonius-Kreise. Diese Schnittpunkte
errechnen sich zu

2 2 2¢el
Jl(p +7 0) und Jz(p(r+p2005(3¢));p Slzn(3co)).
r r

Die LotfuBpunktdreiecke stimmen also in einem der beiden
isodynamischen Punkte (berein, waéhrend der andere
isodynamische Punkt einen Kreis um den Schwerpunkt mit dem
Radius p’ /(2r) durchlduft.

Die isogonalen Bilder der isodynamischen Punkte sind die
beiden isogonen Punkte, die man erhélt, wenn man Uber/unter
den Seiten gleichseitige Dreiecke zeichnet und die Schnittpunkte
der Ecktransversalen der ,Spitzen* betrachtet. Im ersten Fall
spricht man auch vom Fermat-Punkt. Die isogonen Punkte
errechnen sich zu
p+rcos(3p)  rsin(3p)
Fi(

> — ) und F,(p;0).

Dabei erweist sich das isogonale Bild des isodynamischen
Punktes, in dem die LotfulRpunktdreiecke nicht Gbereinstimmen,
als der eingangs vorgegebene Punkt P, der somit gemeinsamer
isogoner Punkt aller LotfuBpunktdreiecke ist. Der andere
isogone Punkt beschreibt einen Kreis um den Schwerpunkt mit



dem Radius /2. Liegt der Punkt P im vorgegebenen Kreis, so ist
P der Fermat-Punkt der LotfuRpunktdreiecke.

Pascalsche Schnecke

AbschlieRend  sei  die  Ortslinie  der Ecken  der
LotfuBpunktdreiecke angesprochen. Lotet man von einem Punkt
auf die Tangenten eines Kreises, so erhalt man bekanntlich eine
Pascalsche Schnecke ([2], S.126). Nun sind die Seitengeraden
der gleichseitigen Dreiecke im Kreis Tangenten des
gemeinsamen Inkreises, daher liegen die Ecken der
LotfuBpunktdreiecke auf einer Pascalschen Schnecke. Legt man
den Urprung des Koordinatensystems in den Punkt P, dann hat
diese Pascalsche Schnecke in Polarkoordinaten p(y) die
Gleichung

pZi%—pCOSl//

Satz 3: Lotet man von einem Punkt auf die
Seitengeraden gleichseitiger Dreiecke in einem Kreis,
so liegen die LotfuBpunkte auf einer Pascalschen
Schnecke.

Fur einen Punkt P auf dem Inkreis ergibt sich der Sonderfall
einer Kardioide.

Perspektive Dreiecke im Kreis

Zu einem Punkt P und den gleichseitigen Dreiecken UVW in
einem Kreis werden jetzt die perspektiven Bilder A,B,C, im
Kreis betrachtet.

So errechnet sich der perspektive Partner 4, von Punkt U zu

(r(Zpr—(p2+r2) cose) . r(p?-r?sing

? p2+1r2=2prcose  p?+r2—2prcosp



und die Punkte B, und C; erh&lt man zu den Winkeln ¢p+120°.

Lotfufpunktdieieck und perspektives Dreieck

Die Dreiecke A4;B;C; und A4,B,C, erweisen sich als &hnlich,
denn ein Seitenldngenvergleich ergibt

2 _ 32
a4 _b ¢ _ 2r|p?-14

a b\ p®+r®—2p3cos(3p)

Satz 4. Fur gleichseitige Dreiecke im Kreis sind das
LotfuBpunktdreieck eines Punktes und das
perspektive Dreieck im Kreis ahnlich.

Hinterfragt man die invarianten Punkte der perspektiven
Dreiecke im Kreis, so errechnet sich der Lemoine-Punkt L als
isogonales Bild des Schwerpunktes zu

2pr?

L( 0)

pz_,_,,z’
Die isodynamischen Punkte, d.h. die Schnitte der Apollonius-

Kreise, sind

2
Ji(p0) und J,(-0) ,
P

d.h. das Perspektivzentrum P und seine Spiegelung am Umkreis
der gleichseitigen Dreiecke. Die isodynamischen Punkte teilen
die Strecke ML harmonisch im Verhaltnis

p?+r? cotw

p2-r] V3




Es sei angemerkt, dass die beiden isogonen Punkte sich auf
Kreisen bewegen. Spiegelt man den Lemoine-Punkt an diesen
Kreisen, so erhalt man die isodynamischen Punkte.

Satz 5: Die perspektiven Dreiecke von gleichseitigen
Dreiecken im Kreis haben einen gemeinsamen
Lemoine-Punkt und gemeinsame isodynamische
Punkte, von denen einer in das Perspektivzentrum
fallt.

Jz/ ; P=J1

" perspektive Dreiecke um Kreis
~ die isodynamischen Punkte -

Brocard-Geometrie der perspektiven Dreiecke im Kreis

Die perspektiven Dreiecke im Kreis haben nicht nur
gemeinsame merkwdirdige Punkte, sondern auch einen
gemeinsamen Berihrkegelschnitt mit der Gleichung
_ 3pr (p*+r?y) |,
2(p* + pr2+r*) N y?
r2(p?— ,,2)4 r2(p?2—r?)?
4(p* + prr2+rt)2 4(p* + pr2+rt)

=1

Dieser Kegelschnitt ist eine Ellipse; der Lemoine-Punkt ist der
Brianchon-Punkt (Ceva-Punkt des Berlhrdreiecks). Der
Nebenscheitelkrimmungskreis hat den Radius r/2.

Satz 7. Die perspektiven Bilder gleichseitiger
Dreiecke im Kreis haben eine gemeinsame
Beruhrellipse; Brennpunkte sind die gemeinsamen
Brocard-Punkte, Brianchon-Punkt ist der
gemeinsame Lemoine-Punkt.



perspekiive Dreiecke im Kreis -
- die gemeinsame Beriduwellipse - c2

Die Brennpunkte dieser Beruhrellipse

3pri(p*+r?) . Bprp*-r?)
: 2(p4 + pPre+ r*) " 2(p4 + pré+ ")

liegen auf dem Thales-Kreis Uber ML, d.h. auf dem sogenannten
Brocard-Kreis, mit der Gleichung

(x_ prz 2+ ZZL
p2+r2 (p2+r2)2

Dabei gilt
cot(£LLMB,) =

so dass es sich bei den Punkten B, um die Brocard-Punkte der
perspektiven Dreiecke im Kreis handelt. Der Brocard-Winkel ist
aufgrund der Ahnlichkeit der gleiche wie bei den
Lotfulpunktdreiecken.

Ausblick

Die LotfuBpunktdreiecke von gleichseitigen Dreiecken im Kreis
bzgl. eines vorgegebenen Punktes  haben bei gleichem
Flacheninhalt

die gleiche Summe der Seitenquadrate

9
a,>+b2+c,? =Z(p2+r2).



Die bzgl. eines vorgegebenen Punktes perspektiven Dreiecke
von gleichseitigen Dreiecken im Kreis haben bei gleichem
Radius die gleiche Summe der reziproken Seitenquadrate

1 1 i_p4+p2r2+r4

—+—+ :
a22 b22 C22 ’/-2(p2 — 7"2)2

Diese Zusammenhange lassen sich verallgemeinern:

Loltfufipunktviereck und perspektives Vieveck
g einemy Quadrat im Kreiy

Satz 8. Zu regularen n-Ecken in einem Kreis
und vorgegebenem Punkt haben die LotfuBpunkt-n-
Ecke den gleichen Flacheninhalt und die gleiche
Summe der Seitenquadrate; die perspektiven n-Ecke
im Kreis aber bei gleichem Radius die gleiche Summe
der reziproken Seitenquadrate.

Die zugehdrigen Berechnungen ergeben:
Fur die LotfuBpunkt-n-Ecke

_nsin(2z/n)
4

A |r2+(p2+r2) COS(27z/n)|,

5,2+5,2+..+5,2=n(p2+r?)sin’(2z 1 n);

fiir die perspektiven n-Ecke mit Umkreisradius »

i_’_i_'_ +i_n(p4+4p2r2C052(7z/n)+r4)
5,2 5,2 52 4ry(p?—r22sin®(zln)

n

Eine Verallgemeinerung der zugehorigen Brocard-Geometrie sei
einer weiteren Ausarbeitung vorbehalten.
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